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Lezione 2: Funzioni
Esercizi svolti
1. Sia f : N→ N
f(n) =
{
n + 5 se n ≤ 8
2n + 1 se n > 8
(a) f e` iniettiva? (b) e` vero che 14 ∈ f(N)?
2. Sia f : Z→ Z la funzione tale che
f(z) =
{
3z − 1 se z e` pari
4z − 2 se z e` dispari
(a) f e` iniettiva? (b) f e` suriettiva? (c) trovare f−1({15, 16})
3. Dimostrare che f : [3/2,∞[→ [0,∞[ definita da f(x) =
√
2x− 3
x + 4
e` iniettiva, ma non suriettiva.
4. Determinare tutte le funzioni g che soddisfano
g(x + y) + g(x− y) = 2x2 + 2y2
5. Determinare tutte le funzioni f che soddisfano
f(xy) = yf(x). (E)
6. Determinare tutte le funzioni f per cui
f(x) + 2f(
1
x
) = x. (F)
Soluzione
1. (a) I due casi separati originano due funzioni iniettive, il punto e` capire se la funzione sia iniettiva
globalmente. Supponiamo esistano due natutali n1 ≤ 8 ed n2 > 8 per cui
f(n1) = f(n2) ⇐⇒ n1 + 5 = 2n2 + 1
Ne verrebbe n1 = 2n2 − 4 ma questa uguaglianza non e` possibile perche´ n2 > 8 comporta che
il minimo valore assunto dall’espressione 2n2 − 4 e` 14.
(b) No, l’immagine di f e` data dagli interi 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e da tutti gli interi dispari ≥ 17
1
2. (a) I due casi separati originano due funzioni iniettive, il punto e` capire se la funzione sia iniettiva
globalmente. Supponiamo che esistano un intero dispari z1 ed un intero pari z2 per cui f(z1) =
f(z2), allora si avrebbe
3z2 − 1 = 4z1 − 2 ⇐⇒ 3z2 = 4z1 − 1
il che non puo` darsi perche´ z2 e` pari. Dunque f e` iniettiva.
(b) La funzione non e` suriettiva perche´, ad esempio, 0 /∈ f(Z). Infatti se esistesse z ∈ Z tale che
f(z) = 0, se z fosse pari, si avrebbe:
3z − 1 = 0 =⇒ z = 1
3
il che non puo` essere. Analogamente se z fosse dispari avremmo:
4z − 2 = 0 =⇒ z = 1
2
che, ancora una volta non puo` darsi.
(c) Bisogna risolvere le due equazioni f(z) = 15 e f(z) = 16 cosa che si fa piu` velocemente tenendo
conto che, per costruzione:
f(pari) = dispari, f(dispari) = pari.
i. f(z) = 15 ⇐⇒ 3z − 1 = 15 ⇐⇒ z = 16
3
non accettabile
ii. f(z) = 16 ⇐⇒ 4z − 2 = 15 ⇐⇒ z = 17
4
non accettabile
quindi f−1({15, 16}) = ∅
3. Presi x1, x2 > 3/2 si ha
f(x1) = f(x2) ⇐⇒
√
3x1 − 2
x1 + 4
=
√
3x2 − 2
x2 + 4
⇐⇒ 3x1 − 2
x1 + 4
=
3x2 − 2
x2 + 4
svolgendo i calcoli troviamo che:
f(x1) = f(x2) ⇐⇒ 14 (x1 − x2)(x1 + 4) (x2 + 4) = 0
il che impone x1 = x2 e dimostra che f e` iniettiva. Proviamo a risolvere rispetto ad x, con y ≥ 0
come termine noto, l’equazione: √
3x− 2
x + 4
= y
Eleviamo al quadrato e risolviamo rispetto ad x ricordando che x ≥ 3/2√
3x− 2
x + 4
= y ⇐⇒ 3x− 2
x + 4
= y2 ⇐⇒ x = 4y
2 + 2
3− y2
L’ultima espressione trovata ci permette di affermare che se il codominio di f e` [0,∞[ la funzione
non e` suriettiva in quanto, se volessimo risolvere l’equazione
f(x) = 2
usando la formula appena ottenuta vediamo che dovrebbe essere
x =
4× 22 + 2
3− 22 = −18
non accettabile in quanto il dominio di f e` [3/2,∞[
2
4. Sia y = 0. Allora 2g(x) = 2x2, cioe`, g(x) = x2. Verifichiamo che g(x) = x2 funziona. Si ha:
g(x + y) + g(x− y) = (x + y)2 + (x− y)2
= x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2
= 2x2 + 2y2.
5. Se x = 1 allora f(y) = yf(1). Essendo f(1) una costante, poniamo k = f(1). Dunque tutte le
funzioni che soddisfano (E) devono soddisfare f(y) = ky.
6. Da
f(x) + 2f(
1
x
) = x
otteniamo
f(
1
x
) =
x
2
− 1
2
f(x).
Poi, sostituendo 1/x per x (F) otteniamo
f(1/x) + 2f(x) = 1/x.
Quindi
f(x) =
1
2x
− 1
2
f(1/x) =
1
2x
− 1
2
(
x
2
− 1
2
f(x)
)
,
che porge
f(x) =
2
3x
− x
3
Esercizi proposti
1. Consideriamo la relazione ≡ in Z
a ≡ b ⇐⇒ a− b = 3n
per un certo n ∈ Z. Dimostrare che ≡ e` una equivalenza e che l’insieme Z|≡ ha tre elementi.
2. Consideriamo la relazione R in N2 = N× N
(a, b)R(c, d) ⇐⇒ a+ d = b+ c
Dimostrare che R e` una relazione di equivalenza.
3. Consideriamo la relazione R in Z× Z \ {0}
(m,a)R(n, b) ⇐⇒ mb = na
Dimostrare che R e` una relazione di equivalenza.
4. Sia f : N→ N
f(n) =

n
3
+ 1 se n = 3h, h ∈ N
n− 1 se n = 3h + 1, h ∈ N
n + 1 se n = 3h + 2, h ∈ N
(a) f e` iniettiva?
(b) f e` suriettiva?
(c) trovare f−1(A) nei seguenti casi: A = {6, 7, 8} , A = {1, 2, 3}
5. Sia f : Z→ Z la funzione tale che
f(z) =
{
5z − 3 se z e` pari
8z + 2 se z e` dispari
3
(a) f e` iniettiva? (b) f e` suriettiva? (c) trovare f−1({21, 28})
6. Dimostrare che f : [5/3,∞[→ [0,∞[ definita da
f(x) =
√
3x− 5
x + 4
e` iniettiva, ma non suriettiva.
7. Dimostrare che se f : R→ R e` una funzione, allora, x 7→ f(|x|) e x 7→ f(−|x|) sono funzioni pari.
8. Sia f : R→ R una funzione dispari. Provare che f(0) = 0.
9. Dimostrare che una funzione f e` (strettamente) crescente se per ogni a < b per cui risulti definito
il quoziente vale
f(b)− f(a)
b− a ≥ 0 (
f(b)− f(a)
b− a > 0).
10. Dimostrare che f : R → R definita da f(x) = x3 e` una funzione iniettiva. Si puo` dire lo stesso se
f(x) = x2n−1 con n ∈ N?
11. Dimostrare che la funzione f : R→ R definita da
f(x) =
{
x se x ≤ 0
x + 1 se x > 0
e` iniettiva
12. Dimostrare che la funzione f : R→ [−1/2, 1/2] definita da
f(x) =
x
1 + x2
e` suriettiva ma non iniettiva
13. Data la funzione f : R→ R definita da
f(x) =
x
1 + |x|
dimostrare che:
(a) f e` iniettiva (b) f non e` suriettiva (c) determinare f(R)
14. Sia a : R→ R, definita da a(2− x) = x2 − 5x. Calcolare a(3), a(x) e a(a(x)).
15. Sia f : R→ R, f(1− x) = x2 − 2. Trovare f(−2), f(x) e f(f(x)).
16. Sia h : R→ R definita da h(1− x) = 2x. Determinare h(3x).
17. Sia f una funzione dispari che sia definita in x = 0. Provare che f(0) = 0.
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